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Introduzione

Il “Laboratorio di matematica operativa” di Mario Miani e Rinaldo Rizzi
 è un repertorio di materiali strutturati per l’educazione matematica progettato e realizzato sulla base di una chiara ed esplicita premessa metodologica: un apprendimento efficace della matematica da parte del bambino in età scolare (e oltre) è impossibile se non si assume come punto di partenza la dimensione operativa della manipolazione, della sperimentazione concreta, della collocazione dei concetti matematici nel quadro dei problemi pratici e tecnologici che ne hanno determinato la nascita o ne costituiscono l’orizzonte applicativo.

Miani e Rizzi hanno ben illustrato in numerose occasioni (nel volume da me citato, ma anche in articoli, interventi a convegni e soprattutto nei numerosi corsi di formazione e aggiornamento da loro tenuti negli ultimi anni) l’efficacia didattica del loro approccio, del resto ampiamente attestata dalle molteplici esperienze di utilizzo concreto di questa metodologia nelle classi della scuola dell’infanzia, della scuola primaria e della scuola secondaria di primo grado. Non intendo, di conseguenza, aggiungere alcunché a tale dibattito, partendo dall’ipotesi secondo cui l’utilità e la coerenza didattica del “Laboratorio di matematica operativa” sono un dato ormai consolidato e condiviso. In questo articolo vorrei invece prendere in considerazione un diverso uso di questi materiali e delle strategie didattiche che ne hanno ispirato la realizzazione, individuando come oggetto dell’azione didattica non già i bambini, ma gli stessi insegnanti di scuola primaria, in formazione o in servizio.

Perché realizzare un laboratorio di matematica con insegnanti di scuola primaria? E, soprattutto, che tipo di laboratorio è possibile fare e come esso si differenzia dall’ordinaria attività laboratoriale svolta in classe con i bambini? A mio giudizio, le attività che in questo ambito possono essere svolte con un reale profitto formativo sono almeno due:

· i laboratori di simulazione;

· i laboratori di formazione.

I laboratori di simulazione rappresentano forse l’ambito d’impiego più immediato (ma non per questo scontato) della metodologia laboratoriale in questo contesto. Miani e Rizzi, tra l’altro, realizzano spesso laboratori di simulazione nella loro pratica di formazione degli insegnanti. Supponiamo che un formatore voglia illustrare a una platea di insegnanti una proposta didattica, o addirittura un curricolo, che prevede attività di tipo laboratoriale. Può essere senz’altro utile sperimentare la proposta simulando le modalità di svolgimento di una possibile lezione nel corso della quale la proposta stessa venga presentata ai bambini. Nel laboratorio di simulazione, quindi:

· il formatore svolge il ruolo dell’insegnante, mentre gli insegnanti svolgono il ruolo dei bambini: più precisamente, il formatore assume nella simulazione quel ruolo di coordinamento che nell’attività in classe sarà chiamato a svolgere l’insegnante, mentre gli insegnanti vengono invitati a impegnarsi in quelle attività di manipolazione e uso dei materiali che in classe saranno riservate ai bambini. Naturalmente ogni insegnante partecipa alla simulazione con il proprio bagaglio di competenze e di esperienze: quindi, pur impersonando un “bambino”, nei momenti di riflessione e socializzazione delle conoscenze parteciperà alla discussione portando il proprio autentico contributo di insegnante.

· Il sapere matematico in gioco
 è un sapere già acquisito sia per il formatore, sia per gli insegnanti, perché deve giocoforza riguardare concetti accessibili ai bambini della scuola primaria che gli insegnanti già padroneggiano e trattano quotidianamente nel loro lavoro in classe. Dal punto di vista dell’insegnante, quindi, la conoscenza che viene costruita mediante il laboratorio non riguarda tanto i concetti matematici oggetto dell’attività, quanto la riflessione sui processi di insegnamento-apprendimento che hanno luogo negli allievi.

Il laboratorio di formazione, invece, si pone un obiettivo completamente diverso: presentare agli insegnanti partecipanti dei concetti matematici che non hanno mai incontrato prima e contribuire in tal modo ad arricchire la loro preparazione non tanto e non solo sul piano metodologico, quanto soprattutto sul piano schiettamente disciplinare. Nel laboratorio di formazione, quindi:

· sia il formatore che gli insegnanti impersonano se stessi;

· il sapere matematico in gioco è per gli insegnanti un sapere ancora da acquisire e dev’essere fatto proprio mediante un processo significativo di costruzione del sapere medesimo, facendo leva sui meccanismi di invenzione e di scoperta personale, oltre che di cooperazione e di socializzazione delle conoscenze.

Ho avuto modo di usare il “Laboratorio di matematica operativa” di Miani e Rizzi sia in laboratori di simulazione che in laboratori di formazione, destinati sia a insegnanti in formazione che a insegnanti in servizio. Nella fattispecie, gli insegnanti in formazione erano gli studenti dei corsi di didattica della matematica e dei laboratori di logica e matematica da me svolti per il Corso di Laurea in Scienze della Formazione Primaria dell’Università di Cagliari; gli insegnanti in servizio, invece, erano gli studenti iscritti ai corsi speciali (D.M. 85) per il conseguimento dell’abilitazione all’insegnamento nella scuola dell’infanzia e nella scuola primaria. In entrambi i casi, i risultati da me riscontrati sono stati piuttosto incoraggianti. Nel prosieguo dell’articolo vorrei quindi descrivere brevemente la mia esperienza con un laboratorio manipolativo di formazione da me ideato.

La proposta laboratoriale

Obiettivi: 1) Acquisire un’idea intuitiva della nozione matematica di struttura algebrica, e in particolare del concetto di gruppo. 2) Rafforzare la propria autostima in relazione alla matematica.

Riguardo a questo secondo obiettivo, sono necessarie alcune precisazioni relative alla formazione iniziale degli insegnanti di scuola primaria. Gli studenti del Corso di Laurea in Scienze della Formazione Primaria, in generale, hanno una pessima autostima per quanto riguarda l’apprendimento della matematica: affermano spesso di “non esserci portati”, di “averci litigato da piccoli”, di “non riuscirci proprio”. E’ un atteggiamento ben noto a chi si occupa di ansia della matematica e di fallimento specifico in matematica; è altresì un atteggiamento del tutto disfunzionale in chi avrà, tra i suoi compiti istituzionali, proprio quello di insegnare la matematica ai bambini e rischia di trasmettere loro le proprie ansie, il proprio senso di frustrazione e, in definitiva, una profonda avversione verso la disciplina. Per esperienza personale, uno degli aspetti che più deprimono gli studenti di Scienze della Formazione Primaria è la consapevolezza di dover faticare molto per passare un esame di matematica che è comunque enormemente semplificato rispetto a quello che devono superare i loro coetanei iscritti alle facoltà scientifiche. Si capisce bene, pertanto, quanto possa essere motivante iniziare un’attività quale quella che presenteremo con la frase: “I concetti su cui lavoreremo oggi fanno parte del programma di Algebra svolto dai vostri colleghi del primo anno del Corso di Laurea in Matematica”. La reazione iniziale di spavento farà ben presto luogo a un piacevole senso di sfida: non si è più dei paria che studiano una matematica “for dummies”, ma studenti con uguale dignità rispetto ai coetanei iscritti a Matematica, a Ingegneria, a Biologia o a Economia e Commercio.

Materiali. Le asticelle perforate in legno del “Geomeccano”; chiodini colorati di plastica; lavagna e gesso; un computer collegato a un videoproiettore.

Durata. Circa due ore.

Prima fase. La classe viene suddivisa in sei gruppi di lavoro, che lavorano su dei banchi. A ciascun gruppo vengono consegnate tre asticelle di legno di uguale lunghezza e tre chiodini di plastica, di colore verde, bianco e rosso. Se i gruppi sono particolarmente numerosi (se cioè vi sono più di cinque persone per gruppo) e se la disponibilità di materiale lo consente, si possono consegnare un numero maggiore di asticelle e di chiodini.

Ogni gruppo di lavoro viene invitato a costruire con le asticelle assegnate un triangolo equilatero, inserendo i chiodini nelle perforazioni in corrispondenza dei vertici. Il triangolo così ottenuto viene successivamente appoggiato sul piano di lavoro. Il formatore, a questo punto, pone la seguente domanda:

“In quanti modi potete muovere o spostare il triangolo in modo tale che questo, alla fine, occupi esattamente la stessa regione di spazio che occupava all’inizio?”

Non ci si aspetti che la consegna venga capita immediatamente; gli studenti manifesteranno più di una perplessità. E’ opportuno precisare (lasciando comunque che siano loro, per primi, a sollevare la questione) che il triangolo può essere anche sollevato dal piano di lavoro, muovendolo liberamente nello spazio; inoltre, fargli occupare la stessa regione di spazio che occupava all’inizio non significa riportarlo nella posizione di partenza: la disposizione dei vertici può cambiare… Gli studenti vengono invitati a partire sempre dalla “posizione della bandiera italiana”, nella quale il vertice verde si trova in basso a sinistra, il vertice bianco si trova in alto e il vertice rosso in basso a destra:


[image: image1]
I gruppi iniziano a lavorare e, dopo alcuni minuti, vengono trovate le seguenti soluzioni:

A) La rotazione in senso orario di 120 gradi:


[image: image2]
B) La rotazione in senso orario di 240 gradi:


[image: image3]
C) La rotazione in senso orario di 360 gradi, che equivale a lasciare fermo il triangolo:


[image: image4]
D) Il ribaltamento attorno all’altezza relativa al vertice sinistro:


[image: image5]
E) Il ribaltamento attorno all’altezza relativa al vertice in alto:


[image: image6]
F) Infine, il ribaltamento attorno all’altezza relativa al vertice destro:


[image: image7]
Manipolando i materiali, gli studenti osserveranno che altri tipi di trasformazione, come ad esempio le rotazioni in senso antiorario, producono lo stesso effetto di alcune delle trasformazioni già individuate.

Seconda fase. A questo punto si può porre la seguente domanda:

“Ci possono essere altre trasformazioni del triangolo che producono un effetto (disposizione dei vertici) diverso da quelle che avete già trovato, sempre rispettando la regola che alla fine il triangolo dovrà occupare la stessa regione di spazio che occupava all’inizio?”

Questa domanda ha sempre scatenato un’accesa discussione in classe, dando luogo a proposte interessanti che però violavano la regola iniziale (ad esempio, mettere il triangolo “in piedi”) oppure producevano una disposizione dei vertici già ottenuta (ad esempio, sono state proposte varie combinazioni di rotazioni e ribaltamenti).

In genere, la classe arriva alla fine a una consapevolezza intuitiva del fatto che le trasformazioni prima elencate sono in qualche modo esaustive; può tuttavia non emergere una giustificazione cogente di questo fatto. Allora si può ricorrere alla seguente analogia:

“Immaginate di assistere con un vostro amico a una gara ippica a cui partecipano tre cavalli. Il vostro amico vuole scommettere con voi che riuscirà a prevedere l’ordine di arrivo esatto della gara, a patto che gli concediate sei possibilità di indovinare. Vi conviene accettare la scommessa?”

La discussione successiva punterà a far emergere il fatto che esistono solo 6 permutazioni di un insieme di 3 oggetti (e che quindi la scommessa proposta è una fregatura). Se contrassegniamo i tre cavalli in gara con i numeri 1, 2 e 3 ed elenchiamo tutti i possibili ordini di arrivo della corsa:

123, 132, 213, 231, 312, 321,

gli studenti inizieranno a notare una cosa sorprendente. Sostituendo ai numeri i nomi dei colori, gli ordini di arrivo corrispondono esattamente ai risultati delle sei trasformazioni viste in precedenza (considerando i vertici come ordinati in senso orario a partire da quello in basso a sinistra). Questa constatazione sarà l’occasione per iniziare a riflettere sul fatto che, in matematica, insiemi di oggetti molto diversi tra loro possono presentare la medesima struttura formale. Se dunque non possono esistere ordini di arrivo diversi dai sei sopra elencati, non possono neanche esistere trasformazioni del triangolo equilatero che producano un ordine dei vertici diverso da quelli già osservati.

Le sei trasformazioni costituiscono dunque un elenco completo. Il formatore, a questo punto, potrà iniziare a chiamarle isometrie del triangolo equilatero e darà a ciascuna di esse i seguenti nomi-sigla:

I: trasformazione identica (lascia il triangolo così com’è);

120: rotazione oraria di 120°

240: rotazione oraria di 240°

S: ribaltamento attorno all’altezza relativa al vertice in basso a sinistra;

A: ribaltamento attorno all’altezza relativa al vertice in alto;

D: ribaltamento attorno all’altezza relativa al vertice in basso a destra.

Terza fase. Si invitano gli studenti a provare ad applicare due isometrie una di seguito all’altra; ossia, come si dirà anche, a comporre due isometrie. Inizialmente gli studenti saranno lasciati liberi di manipolare liberamente i materiali, poi si farà l’esempio della composizione del ribaltamento S con la rotazione 120. Si può chiedere:

“Se avessi voluto ottenere lo stesso effetto applicando una sola isometria, quale avrei dovuto applicare?”

Aiutandosi con gli appunti presi, gli studenti osservano che l’isometria D produce, da sola, la stessa disposizione dei vertici ottenuta applicando prima la S e poi la 120. Si dirà allora che la composizione tra S e 120 è proprio D; in simboli:

S ° 120 = D.

Quarta fase. A questo punto si invita la classe a trovare i risultati di tutte le possibili composizioni di isometrie, prese a due per volta. Si tratta in altri termini di riempire la seguente tabella, che può essere proiettata su uno schermo col videoproiettore:
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dove le isometrie della prima colonna sono quelle che vengono applicate per prime, mentre quelle della prima riga sono quelle che vengono applicate per seconde. Nella casella contrassegnata con una “x”, per esempio, gli studenti dovranno scrivere il risultato che si ottiene applicando prima la A e poi la 240.

Ciascuno dei sei gruppi di lavoro deve riempire una riga della tabella; i gruppi lavorano quindi in parallelo. Si tenga presente che inizialmente alcuni gruppi potranno fraintendere la consegna, scrivendo in ciascuna casella non il nome di un’isometria, ma il disegno di un triangolo oppure un ordinamento dei tre vertici. Si dovrà dunque porre molta cura nel sottolineare che ciascuna casella dovrà essere riempita col nome di quell’isometria che, da sola, produce lo stesso effetto della composizione delle due isometrie considerate. Per esempio (provare per credere), applicando prima la A e poi la 240 si ottiene esattamente la stessa disposizione dei vertici che si sarebbe ottenuta applicando solo la D. Gli studenti possono verificare tutto ciò in concreto, manipolando i triangoli costruiti col geomeccano. 

Alla fine, si otterrà la seguente tabella:
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Se i gruppi di lavoro hanno fatto degli errori è bene non sottolinearli. Tuttavia, le riflessioni delle fasi successive devono essere svolte su una tabella correttamente compilata al computer, che il formatore dovrà essersi preparata in precedenza. 

Quinta fase. Gli studenti vengono ora invitati a fare le proprie osservazioni sulla tabella così riempita. Quasi sicuramente, il gruppo di lavoro che ha compilato la riga della I osserverà che applicare prima la I e poi un’altra isometria equivale ad applicare direttamente la seconda isometria; qualcun altro potrà inoltre notare che lo stesso vale se la I viene applicata per seconda. Il formatore potrà quindi formalizzare questo concetto dicendo che la I si comporta come un elemento neutro rispetto alla composizione di isometrie: se T è una qualsiasi isometria, 

T ° I = I ° T = T.

Si osserverà inoltre che in ogni riga della tabella la I compare una e una sola volta. Ciò vuol dire che, presa una qualsiasi isometria, è possibile comporla con un’unica isometria (non necessariamente diversa!) che “annulla” l’effetto della precedente, ovverosia riporta il triangolo alla configurazione di partenza. In simboli: per ogni T esiste un’unica U tale che

T ° U = I.

La U verrà chiamata l’isometria inversa della T. Si dirà inoltre, chiedendo agli studenti di prendere l’affermazione per buona (non c’è il tempo per effettuare un controllo completo, oltretutto lunghissimo e noioso!), che la composizione di isometrie gode della proprietà associativa.

A questo punto, si può rivolgere alla classe la seguente domanda:

“La composizione di isometrie gode della proprietà associativa e ammette un elemento neutro; inoltre ogni isometria è invertibile, ossia ammette una trasformazione inversa. Queste proprietà vi ricordano qualcosa?” 

Quando ho posto la domanda ai miei studenti di Scienze della Formazione Primaria, era chiaro dove volessi andare a parare. Nei corsi di matematica di base avevamo studiato il sistema numerico degli interi e le sue proprietà; in particolare, avevamo visto che l’addizione di numeri interi gode della proprietà associativa, ha un elemento neutro (lo 0) e ha la proprietà dell’inverso (per ogni intero ne esiste un altro, il suo inverso, che sommato al primo dà come risultato l’elemento neutro dell’addizione, ovvero lo 0). Avevamo inoltre studiato i vettori del piano e avevamo osservato che anche la somma vettoriale ha queste proprietà. Gli studenti hanno subito evidenziato tali analogie. Anche gli insegnanti in servizio dei corsi abilitanti speciali hanno fatto appello alle loro conoscenze matematiche e sono giunti alla medesima conclusione
.

A questo punto, l’obiettivo principale del laboratorio può dirsi raggiunto. Gli studenti-insegnanti hanno verificato che insiemi di oggetti molto diversi tra loro possono condividere la stessa struttura astratta. Non resta altro da fare che dare un nome ufficiale a tale struttura: si dirà allora che un gruppo non è altro che un insieme di oggetti su cui è definita un’operazione che gode della proprietà associativa, ammette un elemento neutro ed è tale che ogni elemento dell’insieme è invertibile. Se questa definizione fosse data in modo formale sin dall’inizio, probabilmente non sarebbe capita oppure sarebbe subito dimenticata. Lavorando coi materiali, invece, gli studenti possono renderla il punto di arrivo di una costruzione personale e di un processo di socializzazione della scoperta.

Sesta fase. Per chi non è esperto di matematica può essere difficile cogliere al volo la differenza tra due strutture isomorfe, ossia (detto in modo un po’ grossolano) matematicamente indistinguibili, e due strutture che appartengono alla stessa classe ma non sono isomorfe. Ad esempio, il gruppo delle isometrie del triangolo equilatero e il gruppo delle permutazioni di un insieme di tre oggetti sono tra loro isomorfi: posso associare biunivocamente
 a ciascuna isometria una permutazione in maniera tale che alla composizione delle isometrie U e T venga associata la composizione della permutazione associata alla U e della permutazione associata alla T. In parole povere, i due gruppi differiscono solo per la “natura” degli oggetti che contengono, non per il loro comportamento matematico. Invece, il gruppo delle isometrie di un triangolo equilatero e il gruppo degli interi appartengono alla stessa classe di strutture (i gruppi), ma non sono isomorfi. Innanzitutto, infatti, i numeri interi sono molti più di 6. Inoltre, l’operazione di composizione e l’operazione di addizione hanno sì molte proprietà in comune, ma vi sono anche proprietà che le differenziano. Questo, tuttavia, è meglio farlo scoprire direttamente agli studenti. Una volta data la definizione di gruppo, quindi, si possono instradare i partecipanti al laboratorio con la seguente domanda:

“C’è qualche proprietà di cui gode l’addizione di numeri interi ma non la composizione di isometrie?”

Questo “aiutino” mette gli studenti sulla pista giusta: se, come abbiamo visto, la proprietà associativa ce l’hanno tutte e due, un buon candidato per rispondere alla domanda potrebbe essere la proprietà commutativa. L’addizione di numeri interi ne gode (cambiando l’ordine degli addendi la somma non cambia!); come stanno le cose con la composizione di isometrie? Un rapido sguardo alla tabella suggerisce un controesempio: S ° 120 = D, mentre 120 ° S = A. Il gruppo delle isometrie del triangolo equilatero, si dirà allora, è – a differenza del gruppo degli interi – un gruppo non commutativo (o non abeliano).

Non ci si meravigli di obiezioni del genere: “Ma 120 ° 240 = I, e anche 240 ° 120 = I, quindi in questo caso la proprietà commutativa vale!”. I miei allievi sanno bene che uno dei miei “martellamenti” più insistenti a lezione riguarda il fatto, purtroppo molto difficile da capire per chi non è avvezzo al modo di procedere matematico, che le proprietà universali
 (e in questa categoria rientrano quasi tutte le più importanti proprietà delle operazioni e delle relazioni matematiche) possono essere smentite da un singolo controesempio, ma non possono essere verificate trovando un singolo esempio che le conferma. I miei studenti, ahiloro!, passano lunghe settimane a esercitarsi su questo concetto; a mio avviso, infatti, una volta che si è capito questo si è fatto un importante passo avanti per comprendere come funziona la matematica.

 L’unità didattica di tipo laboratoriale può essere conclusa suggerendo qualche lettura di approfondimento per quegli studenti, ci auguriamo numerosi, che sono stati incuriositi dall’idea di gruppo e dalla sua ubiquità in matematica
.
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�	 M. Miani, R. Rizzi, Matematica operativa (2 voll.), Junior, Bergamo (Quaderni di Cooperazione Educativa MCE), 2005.


�	 Nel senso della teoria delle situazioni didattiche: si veda ad esempio Y. Chevallard, La transposition didactique: Du savoir savant au savoir enseigné, La Pensée Sauvage, Grenoble, 1985, o G. Brousseau, Theory of Didactical Situations in Mathematics, Kluwer, Dordrecht (tr. ingl.), 1997.








�	 In questa fase, se vi è il modo, si possono fare altre interessanti osservazioni. Si può ad esempio indirizzare l’attenzione della classe verso la porzione di tabella determinata dalle isometrie I, 120 e 240 (le tre rotazioni) e constatare che in questa porzione di tabella non compare nessun altro simbolo; in altri termini, questo sottoinsieme è chiuso rispetto alla composizione. Si tratta di una prima comprensione intuitiva dell’dea di sottogruppo.


�	 Vale a dire, in modo tale che: 1) a isometrie diverse corrispondano permutazioni diverse; 2) ciascuna permutazione venga fatta corrispondere a un’isometria.


�	 Ossia le proprietà definite da formule che iniziano con uno o più quantificatori universali. Per esempio, “Per ogni x e per ogni y, x + y = y + x”.


�	 Un bellissimo libro è ad esempio M. Livio, L’equazione impossibile, Rizzoli, Milano, 2006: un’introduzione divulgativa al concetto di gruppo, alla sua genesi storica e alla sua importanza in matematica e in natura.





